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pada a fungao £

determine 0s V3

tangente paralela a |

— ) = () —3 . )
X

Wi ©

iR + |R definida como - .

lores de m para os quais ©
reta y= mx.

R & o conjunto dos nimeros reais.
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2a. QUESTAO:

Determine os valores do h,

2 i "
s hx +_1 < 3

+x + 1

sej& vilida para qualquer x real,

e S e e

grafico de f admite

de modo que a desigualdade
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Como, yx £ R = x2 + x4+ 1> 0, tomds:
c3x? - 3x - 3 < %2 - hx + 1< 32 & 3% + 3

4x2 + 3-h)x + 4 >0

== 2 ' (yx € R)
2% + (3 + h)x + 2 >0 :
. g et ‘ \

) 4x% + (3 -hx 4+ 4 >0
bco=> 3=~ 4xdxa<0
“. =s K% = 6h - 55 ¢ 0+

= -5 < h < 11

EEas -

. Ad) 2x2 + (3 + h)x + 250

A<Ows (3+4M2-ax2x2<0
" _

3 h* 4 Gh~ 7B
£ " e=> <7 < h < 1 '

de (1) e (i) temos gue:

-~ "=l 4 ho% 1j]

- B.

- -

o 3a. QUESTAO: VALOR: 1,0
-, : 9

- =B Dados dois triangulos equildteros ABC e A'BC traga=se por A
- uma feta gualquer que encontra 0OS jados AC e AB, ou os seus prolon
- I gamentos, ncs pontos D e &, respectivamente.

y

_ . , _ 3
Determine o lugar geométrico dos pontos de encontro das retas

8

y

: 3 BD e CE.

¢ e T e
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T Sajaus 5(0,3#?}; nl-g,0);C{a,0) ~ atin.-as7

os vértices dos-triingulos.

Equacbes: - .8 . B
AB: y = ¥3x + a/3 ; :
aC: y = - /3x + a/3
AE < r: y'= mx - a/3

intexrscgocs: % I : _ ; .
y = ~o. 2 1 -
T nm e xD = 2&£ . YD m__..._.-.—""i 3_3_
el m+v'3 © i3 ]
. i e ) ® ~
£ B AB: %, = 2ay3 ; 'YEb__;,&m/I+ 3a
, = m~v3 m-v3
EguacG&S: ; -
W y= m/3 - 3 + &) ceee. (1)
3/3 + 3 . . .
ool yom M3 (5 - BF suvas (2D
3Y3 e I o
: B f_, .
do (1) = m e 3t 3B 32
: V3x - y*¥V3a  ~
¥3x 4+ y ~ a’3
Igualando-se as equagoes acima, temos:
Ax + Z2/3y + pa _ =Fx + A/3y + Za
~ B -y + a3 V3x + y - a¥3
mx¥/§1'+auf§x-'\:+°af§ s ' ]
—x + 73y+a  ¥3x +y - a’3
aplicando-scl'razacs e _prOporr,:Bas, tomos:
% _ -y + a/3 '
_ LUGAR GEOMETRICO: . |
= Circunfpr?;ncia circunscrita aoc tridngula AND 5

excluindo-se os vortices B ¢ C
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,/;a_ QUESTAO: VALOR: 1,0
mostre qus e sEigtom matrizes anadradas A € B, que Verifi
quen AB - BA = 1 onde I'& a matriz identidade de uma. ordem n
= ' ! i !
qualguer. : | ) i
soLugie -
. | : -
SuPonhumou que existam matrizes A 6 B tais que
|
. |
AB - BA = I # » S o ‘
_ '“ﬁgando—ae o conceito da trago de uma matriz (soma éos elementos da;sua
giagonal principal), tcmes que: id
- f ) TR s E‘ : -
3 trago (AB) = trago (BA)
- o = ' trago (AB - BA) = trago (AB) - trago (BA) = O |
“" . " " e como trago 1) =34+ 1 *#1l+ ...+ 1=hn
=+ trago (AB - BA) # trago (I)
- © =>  ABSURDO . |
= t1 5a. QUESTAO: VALOR: 1,0
£z Mostre gue o nimero N
3 4444,......48888.......89 | | -l
- % e - * S e 5 \ ‘
- 3 n vezes (n-1) vezes |
- 1 & um quadrado perfeito.
-5 ¥ , ' SOLUGKD
> §! . n o= 4444 ..... 48888 .....B9 = 4444 .....48888 .....B8 + 1 =
- T omg . i — -y \ - A ~ e ]
- , n B=1 - n n
81 4.1 -.h. 1) x 20748 [112) ... M)+ )= |
S 1 ™~ ‘n - ' . n
n n’ .
. : 5 !
- 3. 4 2n _ 4 n_ 8 n_ 8 . )
- =3 10 g - e + g - 10 -3 + 1=
-3 _ 4 102n+£ 1On\tgﬂ2.10“+12 .
= ~ 9 " 5 = x B - 3
- ~ ] 3 "
- Coro 2.10™. + 1 & mGltiplo deo 3 (sowa dos algariswos igual a 3),
: T

: n’ .
' _2._‘_:“:%..._'5..—1' & inteiro ¢ N & quadrado perfeito.
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~ 2 QUESTRAO: , VALOR: 1,0
o o professor Sah Bido quer oterecer jantares para 3 aluncs Jo
- cada VeZ. ‘ L
com a

o) professor tem 7 alunos ¢ guer oferecer 7 jantares,

strlQaO de que um Nesmo par de alunos nao pode ser conv1dado pa

ais de um jantar, isto &, se os alunos A, BeC

entdo a presenca do aluno A, por exemplo,
neste Jjantar.

ra It comparecgrem
a algum Jantarr em .ou-

¢ro jantar, impedira a presenga de C ou de B,

= chamando-se de programa a um conjunto de 7 jantares nas con-
- dicoes especificadas, pergunta-se: quantos programas diferentes
~ poderao ser formados? ' .
5 SOLUCHO T
~ 1) Fixando 3 alunos em um juntar (por execmplo: A,B,C); existem apends 6
- maneirap de formar un programa de 7 jantares pois:
- ‘aBC) - ADE AFG Bn{g BE( én{g . CELS
Gepepon®iad K SLd L 2 pmaeendud) :
- i 2973 393 493 593 693 1?3 .
o i) os alunos A,B,C tém que aparecer, separadamerte, ‘em mais de 2 janta
- , resi
- ' 4i) o aluno D dparecera em 3 jantares diferentes, junto, respectivamen-
> £ te, &o0s alunos A,B,C; ‘ '
> § -5,"",111} o 39 aluno do 29 jantar podera ser escalhiuo de 3 maneiras ,
> ' (e, F ou G; por exemplo: E); ? g
™ ¥ iv) o alunoc E jantarda com B e C, desde que D nao esteja jantando;
Y ¥ ~
5 v) para © 392 jantar terac gque ser convidados ©os 2 alunocs que ainda nao
- i_ jantaram com A (no exemplo: F; G); S
.
] " wi) temos agora 2 hipbtescs para completar os 4 tltiros jantares (res-
e . L
pectivanente. F, 6, G, ¥ ou G, F, F, G). )
e
- Logo:
Y
- total de hipotescs fixados os alunos do 1@ jantar:
3% 2 =6
N 2) Podomos escolher os componente0 do 19 jantaxr dap sequintes manziras:
% r C 7 . 5 1
- : : D ) L s |
- ¥ AB  § E => 5 hipdteses ' ' - §
= ‘_ > } ’ \' I
- . LG ‘ - w B il
~ %7 OBSERVAGNO: : :
- % ] ' - i
: : ' b
- = Se mudarmes 4 2- letra, também, ostarcmos repctindo jantares, pois, !
- j,” por exemplo, (ACG ja aparcce nas consideragoes anteriores. ; ?
i

S it
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; Aipopulagéo.de um pais, no ano t, t 2

]

pmadamerite pox:

Au(ﬁ') "

1 + e

L, A, o sdo constantes reais e
|

1&6 x N(t') &0 nimero de habitantes.

“

| - . BlC
a) calcule a populagao do pals no ano 2000, sabendo-se que
18 milhoes

1860, ele tinha 15 milhdes de habitantes, em 1895,
habiﬁantes e em 1930, 20 milhoes de habitantes.

ﬁotagﬁo: €

& a base do sistema de logaritmos neperianos.

SOLUGRO

i N , o
. - L " L

) t = 1860 = t' =0 == e 15
;e T T re e

L

t = 1895 => t' = 35 => T 1.
. 1 &.Bl/a .erja/u
g o= 1930 => £' = 70 = - k/I‘ —575 = 20
; : 1 0% e
31) Sejam: a = GA{“ - ‘
b e o= 3570 ’
' Temos:.“i:%—s = 15 = 3 = Eliglé wigq wwwew  GL)
L _ 38 e= abe LT 28 7 (2)
1+ﬁb - “‘-i‘g e e e e s 90 0
1, 2 Li~ 20
220 mﬂb“--‘-. + e & w v @ e o (3)
l+nb2 20

111) pe (1), (2) ¢ (3) vem:

L-18,2 L -.15 L - 20 2 i
()" & A gt Segges == 20T S 45L = 0

. il . _ L = 0 (n3c scrve)

s B =

2

~  cge 80 /81 ALGEBRA i :
g — CEE -l — o,
ja . |
e T o ; i 2 - s
i 72, QUESTRO: ‘ ITEM 2 VALOR: 0,7
e \ |

1860, & dada, aproxi

onde ' = t-1860,

em

de

B
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.J”f”fﬂﬁﬂfn‘”*W7. Do (1) tcnos: a = %

pe (2) tewou: b =

LS

jvy L = 2000 == t' = 140

-
-
.‘
-~
-
<
-
~d

L B
1 ¢ /% 9-140/3 14+a. B

e= HN{140) =

. z -
L e
b -

= ‘ 1] ' . ) =
240 o

1

=s | POPULACSO - 2000 : 21,8 milhSes de habitantégj i

7a. QUESTAO: 1TEM b ; VALOR: 0,3 4

———

b) Ao longo do tempo, a populagao tendgré a um nimero fini-

i to de habitantes? Justifique sua resposta.

SOLUCKO
lm R(E') = lim N T
m 2 g3
Epes raw e pHe, e " /e
—t . i
como a > 0, e t /u + 0 L. ' ?
: |
S _ |
. s 2im N{t') =L - . ' . i
Ll o ¢ - |
- - e i
Logo & populagao tenderd a 22,5 mitheB de habitantes. i
1 - - ‘ |
4 __._ 8a. QUESTAO: | VALOR: 1,0 i
- B Seija ¢ o conjunto'dos nimeros complexos e seja h Ei¢. B 2=me
- gque um ponto h & um ponto de Hurwitz se |h| = 1 e, para todo niu- |
¥ - + ,
= 3 mero natural n, h® : #1.
s 1 = 2 - i . . |
- 3] Prove que o ponto 2z = -— . € um ponto de Hurwitz. |
2 +.1 |
- ; S5 2 .
e 3 Hotagasi 1° = =dx . ;
soLucio H
- o :1
< 1 BTN 0 T SO 10V LR WA |
) e= iU " w2 5 H
X . i L i'
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4; seja z = cis 20, onde 0 = arc tg (A-—~2-}
: % -
n+l _ '
2" = ecis{2{n + _1)0)~
Mas:‘
' _ tag no titg O : W | g
tg(n + 1)0 = y= e e como tg 0 S
2 tg no - 1 ¥
e CE b 28 = tg n0 + 2
e P o 2P - Q P,
Seja tg n0==-65=:¢> toln + l)enpn+_2Q" ;Qn‘*‘ 1
- n n. n n + 1
et .
+ (2) » :
2 x (1) (2) ==>_ S R (3)
— = - . — -— .
() R T L T A T AL
de (3) e (4) —
Pn-l-‘Zt:Jandl-l'_spn
na:
1 F
tg 0 = = 3 =l Pl L §
~ 4 ; i o
tg 29"'“-3- = Pz = o= .
Logo, &plicando-se CORGRUENCIA KODULO 10, temon:
Py=-1s-1
- - #
, ?2 w o~ 4 = - 4 5
Pags B> 8 " ' ’
1). | umz:-lsfs‘sﬂlJ:-l
PD = -1 i
e 4 Ptﬁ'l E--— '.-1 i ey s e R R T T _l_
2) . => P, - 4+ 20=16F -4
p_ - & ]
n ) p .

Logayn eIy Py, T (nE3. 10) == tg((n+1)0) ¥ 0, yn ¢ W

-

=5 DOR(2(n+1)0) # 0 = KPFL g 3

po {1) @ (44) pegue-sec quo %—E——% & ua ponto do Hurwitz.
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n_?am : . " ’ l - : - - : i -
i . 2m+ ) o
° {FTn—Zm)+m—k' cm+¥] . cn+1 ] ) ‘ § s
2;; ) 3 7 .

de acordo com © resultodo conhecido (LEMA):

8

o eathi)
Z c2+b )N ® Ca+k Ca+b+9+l
Jc=0 _
fazendio-6o: e =n - 2m - L
. b= mn

a=nm -

cntdo: a + b + g+1=n+1l
a+b+l=2m+ 1}

c
T
L n=y
M, on, | :
L et BN L o8
T)’ me=—x=-1
-3
X B "

Msﬂio: 4 - | VALOR: 1,0
prove a segunte ldenbidpdes
n O k !
m + l / Z ' m m r ) &
- k=0
|
onde n e m sao inteiros positivos e
X i :
= para n 2 m
n L (n=m} ! m; '
n
e = 0 para n < m.
3 N
SOLUCKO
n . & k k [ . (.*:—’, fj:‘f‘i't),; ‘{r}’ o\ ,.;‘,_?"., -_..( i\" _“I AN ’j )
4 ,
_ = > _ z 2
k=0 mo m ) : e
. - - P
- ; .
n' . | m m m o
o B Cﬁ*'ci-m~1 .cEf1+—cn_m“2 .cm+2-r...+-c$. e

LH. 9 1]
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scje Li o nimero de ceminhos ligando A a C @ poopands oY Hlix, yr e ;

M. (x + I ¥)«

¥ P ' : R ‘
xty mEn-x~y-1 , ' ; S S LA
: g : ; . (@I ET s Tl

-

Y & iC
Lk

I n § a7 n

> 4 Yy n-y . E;:: % -Vm—x—l-' o
LX P EE: cx+y‘ ann~x~y~1 cx+y ‘cm+n—xuy—1L SRS
y=0 . , .y=0 B g y=0 :

- i o

L,
Li = total do ceminhos de A atd C = C . ...... (2) . 'i
A EJ £ A
y=0 ' ‘

*
1+

™~ Sejom:

12}

= ] "‘-
B
X

g 9
g

wi ) o P =

Temos de (1} e (2), que:

8 .
a b a+b+l
2;% Cask * Coib-x ™ Catbro+d

_10a. QUESTEO: - X | VAT.OR: 1,0

Seja M= (mij) uma matriz quadrada real n x n de termos positi

vos. Define-se o "permanente de M" ccmo

_x
perm M= S mlt(l) m2t(2)""“‘mnt(n)

onde § & o conjunto das permutagoes (t(1}, t(2),..,t(n)) de

#

€, 2,5~ R} 3

- ~ 1l 2 3
A matriz 4 5 g tem, por exemplo, como permanente
7 8 9
i 1x5%x9 + 4x8x3 + 2x6x7 + 3x5x7 + 2x4x9 + 1x6x8. i

SCja a matriz n x m, H= (hij) onde hij = 1(3+1)._

Calcule o permanente de H.

$- : .. . sowughe

[ i i

9 v_(l. al) x (2. nzlxl...jxﬁn ﬁan) n n! x,(al :az % e an)

onde (hl, nz) ...‘un] & uma das n! bgrmutagacs AB 42, B, wers o ER .
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= | ; SR R R

rf Logo: ay - 8y ... 2 ‘ = (.n + ¥)d :

’: , ‘ | : :
ﬁ Assim: Tpsn!(n-t»lj!- . ¥p € 8
.ﬁ ' 3 f‘inaimante, temos: E |
‘—g - pZS Tp u.(n!}z . (n + 1)! ; pois é:;-:istem nt te‘rmclws.
% = porm B = i )2 . (n+ 1)1
-

1. .1




