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1a. QUESTAO : 7 I1TEM ONICO VALOR: 0,5
| ENUNCIADO: |
% Determine as solugoes da |equagado
5 36x> - |12x% - 5x + 1 = 0, .
dado que uma de suas raizes éWa soma das outras duas.
SOLUCEO
Sejam o, B e y as ralizes da equacido dada
sabe-se que a + B 4+ |y = A2 = i
‘ ; 3 o 3
B + oy + By = e
36
aB‘Y = o .........l.......
36
Como, por hipbtese, a+ B = vy, tem-se
T p—
2Y =3 ==y
Logo dividindo-se o polimdénio dado por x = féu tem-se:
36x° - 12x° = 5x + 1 = (36x° - 6x ~6) (x - —— ). Logo
as raizes o e B serdo as raizes da equacdao de 29 grau
36x% - 6x - 6 que sao a = - - B e b,
2 3
ik 1
Resp.: = 6 ! 2] T 3
2a. QUESTAO: ITEM ONICO VALOR: 0,5
ENUNCIADO: J
Seja um polinomio
.. 3 2
p(x) = agx” + a,x + a;x + a,
com coeficientes reais. Sabe-se que p(0) = 0, p(2) = 4, que a
reta tangente a p(xX) no ponto (1,1) &€ paralela a reta y=2x + 2 e

y:

p(0)

p(2)

o i ; e
3= X =-4. Determine os coeficientes a3, az, al, ag .

SOLUCAO
=0 => ag = 0
= s 4a3 + 232 +a; = 2

continua

(1)

que a reta tangente a p(x) no ponto (2,4) é perpendicular a reta
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*”';;;;_:_ = 3a; + 2a, + a; = 2 - ’":;)‘_
| s 1T oAy ey o (3)
p(2) = 4= equagio 1 )
p(2) = 3=> 12a3 +4a, +a, =3 i (4)
pe (1) - (25,' az; =0 (5)
pe (4) = (3), 3ay,=2=> a, = -2 | (6)
pe (2) - (3), a, =1 | : : (7)

De (6) e (7), o sistema & incompativel, n3o existe um polindmio

satisfazendo as condi¢Ges impostas.

3a. QUESTAO: ITEM UNICO VALOR: 1,0
ENUNCIADO:
Mostre que, em toda reunido constituida de seis pessoas, uma

das hipOteses necessariamente ocorre (podendo ocorrer ambas):

a) existem trés pessoas que se conhecem mutuamente (isto &, das

trés cada duas se conhecem) ;
b) existem trés pessoas que se desconhecem mutuamente (isto &, das

; trés cada duas se desconhecem).
SOLUCAO

Seja v uma qualquer das pessoas. v estara, necessiriamente, liga

da a, no minimo, 3 pessoas, por conhecimento ou por desconhecimen-

to. (v conhece todas; v conhece 4 e desconhece 1; .++; VvV desconhe-
ce todas). Sem perda de generalidade, suponhamos que v conheca

tres pessoas. Ny, n,, N Se quaisquer duas pessoas entre«nl, Ny,
h; se conhecem, entao estas duas, com v, formam o grupo de 3 pes-
soas que se conhecem. Se Ny, n,, n, se desconhecem duas a duas,

elas formam o grupo das 3 pesscas que se| desconhecem mutuamente.
.-_‘--n—,_‘_k t .

. ‘ - 5
—_4a. QUESTHO ITEM ONICO ¥ALORY 0,5

ENUNCIADO:
Seja h uma fungdo continua, real de varidvel rcal. Sabe-se
Que h(-1) = 4; h(0) = 0; h(l) ‘= 8. Defino uma funcao g como g(x) =

I

h(x) - 2. Prove que a equagao g(x) = 0 admite, relo menos, duas
Solugoes distintas. ' :

SOLUCAOQ

continua ...

s
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como g(x) = h(x)-2, sabe-se que g & continua, por h e continua por

hip5tese.

som-f¢ 9(-1) = h(=1}-2 = 4-2 = 32

[
.

Logo, pelo teorema do valor intermedidric , existe um nimero real

entre -1 e 0 tal que g(x)=0 e existe um nimero real g entre 0 e

a
1 tal gue g{p)=0.
—-""'---'_—_7 4
5a. QUESTAO: TTEM ONICO VALOR: 1,0
=T * :
' ENUNCIADO:
'Seja o conjunto A={ze ¢ | |z ]| =11}

Determine a imagem de A pela fungao g, complexa de variavel

complexa, tal que g(z) = (4 + 3i)z + 5 - i.

Notagéo: ¢ &€ o conjunto dos nimeros complexos

|z| @ o valor absoluto de z.

SOLUQEO
Sabe-se que o conjunto A representa o circulo unitario de R2 de
centro na origem x2 + y2 = 1.

¢

A aplicacgao' g: ¢
' wE4R21)E ¥ B =1

Z

Indica uma rotagao de 3ngulo © igual ao argumento de 4+3i seguida
de uma trajetdria de razao X = 4 + 3i = vﬁig-= 5, seguida de uma
translagao de razao 5-i.

Cowo 0 circulo fica invariante por rotagdo, £(A)serd um novo circu-
lo de raio 5 seja maior(logo raio igual -5) e centro no ponto

(5, -1), ou seja, f£(A) ser& o circulo.

(X"5)2 + (y+1)2 = 25 | ou ainda

£(a) = {z ¢ ¢a| z-5+il. =5.} .
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" ¢.. quesTio: ITEM ONICO | VALOR: 1,0
ENUNCIADO:
: Para t> 0 e x 31, defino a funcao f ., real de variavel real,
como: | | £
i %" w (k + 1)
ft (x) = X s
. v
é supondo-se que |0 limite indicado exista, define-se

f(x) = 1lim ft(x) >
fz';-w

. 2 = ;
Determine f(e“), onde e & a base dos logaritmos neperianoc.

¢ Xz A

SOLUEﬁO
-
f({x) = lim x o A
&+ 0 _t
Se x =0, f£f(x) =0
t
Se x # 0, h(x) = £ B N, || et (tf 1)
4 X t+ o t
Aplicando a regra de 1'Hoppital,
_ t |
1 [ x* gnx - 1
lim 1
£+ o
h(x) = f&nx - 1
f(x) = x ( &nx - 1)
f(e2)= 92( &n ez = 1l) = 62
- ‘ . . ;
Ja. QUESTAO: ITEM ONICO VALOR: 1,0
ENUNCIADO:
Sejam A, B, C, D matrizes reais 2 x 2.
; B - -1 )
= - . B —1
c (cij) : i ° aij
D = (4,.) ; d,. = b71
i 1. . ij r
Sabe-se que Bya bij F Do 1 gd 22 3 157j5.2} e que C é matriz
singular (nao admite inversa). Calcule o determinante de D.
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SOLUCAO

pet C = 0, porque C ¢ singular

Pn . Syp I P
c= =1 412 ;
C c .
2 !
21 2 " |
) Hor
|
pet & & : - A = 0
849 “g Ay B35
A d E L] l = l ‘.
411 %22 951 9313
%31 "3 = @21 %12
Mas Det A = a;, a 22 - a,p a5, nao pode ser igual a ze?o, porque 3

-

por hipotese, & nao singular.

H3 inconsisténcia nos dados, o problema nao tem solugdo.

8a. QUESTAO: ' TTEM ONICO VALOR 0,5

ENUNCIADO:
Seja m uma fungao real de variavel real definida como:

n(x) = |7 - x|

Diz-se que uma fung¢ao u, real de variavel real, & continua no
ponto a de seu conjunto de definicio se, para todo numero real
£ > 0, existe um nimero ¢ > 0 tal que, se ¥ & ponto do conjunto
de definigdo de u e se |y - a | < §, entao | uty) - ufa)| < e.
Quer-se testar a continuidade de m no ponto X = =2, Escolﬁé—se
um € = 0,01. Determine um § conveniente, para este valor de e. Jus-

tifique sua resposta.

Notagao: | h| & o valor absoluto de h.

SOLUEﬁO
my) = |7-y | ;i m(-2) =9
Im(y) - m(-2) | = ||7 - y| - 9| (1
Se 7 -y>0, [mly) - m(=2)] =1 (7-y)-9)| (2)
7 -y<0, |mly) ~m(-2)] = y-7-29| (3)

continua ...-
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Im(y) = m(-2)|

o)
®
o
x4
N
!
<
I

Im(y) - m(-2)]

(-]
(]
[®
<
!
]
[&]
Il

ora, dado € = 0,019 escolhe 0 < § ¢ 0,01l. Assim, se

ly = 23| < 0,01, |-y -2 |< .0,0L

Mas |- ¥y - 2[<0,01 (y estd 0,01 proximo de -2). Assim,
7 - y>0, e valem (2) e (4). ' :

pe (4) e (6)

Im(y) - m(-2)]| = |r2 -y[< 0,01."

Isto mostra que, f; e R, se |y - (-2)]|< 0,01, entdo

|m(y) - m(-2)|< 0,01 e, para € = 0,01 foi possivel achar um

§ (¢ 0,01) para verificar a condigao de continuidade de m.

Resposta: 0 0,01.

(6)

tdo em linha reta.

SOLUCAO

Dadas as coordecnadas dos pontos Py =1; ..6)

E determina-se as equagoes das retas-

6

9a. QUESTAO: ITEM UNICO VALOR: 1,0
ENUNCIADO:
Sejam R e S‘duas retas quaisquer. Sejam P, = (xz,yz) i
By = (x4,y4), P = fxs,ysj trés pontos distintos sobre R e
By = (xl,yl), Py = (X3,y3), Pe = (x5,y5) trés pontos distintos
sobre S. O segmento PPy nao €& paralelo ao segmento P1Pyr © seg-
mento PlP6 nac € paralelo ao segmento P2 5 © O segmento PaPe nao
¢ paralelo ao segmento PsPc Sejam:
A, a intersecac dos segmentos PPy e PP, ,
B, intersecao de PP com P,Pg e
C, intersegdo de P Pg com P,P.. Prove que os pontos A, B erC es-




B e 77,78

IME

IME 1978 - Algebra - Gabarito Oficial

ALGEBRA

PlpG’ PyPyr Fokay PZPS’ pBPG{ P4P5e a seguir detemmina-se |

coes dos trés sistemas

© e verifica-se que

A =P, P, N P?PS
” 1

B = PP r\pzps

C=P.P.AP,P

475

esses pontos estao alinhados.

1

as solu-

Dadas as parabolas Y1 e; Y » ¥y 1% =81 ~ %2 e y,(x) = x2+1,
sabe—se_que a area entre Y, © ¥Y,, medida entre x 0ex=25 é
igual a 3 vezes a area entre Y, @ ¥y, medida entre x = 5 e X = a

Determine a.

31 ////~j*. . SOLUCEO
521 EQH\K / ! ¥, = 51 - %2
Yo = x2 + 1
:
: 51-x" = x2 F=d 2
> : 2x? = 50
{} ;'5 \ e x2 = 25
x = 15
a) AREA ENTRE Y, ey, entre x = 0 e x =5
5 5 > 2 ? 2
oy ® (yl —yz)dx = (51 - 2~ - (x~ + 1)) dx = (50-2x")dx
0 0 0 '
b) AREA ENTRE Y, ey, entre x=5e x=a
a a 2 - 2 a 9
S, = (y2 = yl)dx = (x7 +1 - (51-x7)) dx = (2x°-50) ax
5 B - T A
-Sabemos que S 382
5 a
(50-2x°)dx = 3 | (2x° - 50)ax
5
continuagao

Y/, E—
. 10a. QUESTAO: ITEM ONICO VALOR: 1,0
i i |
ENUNCIADO:
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5 | a
x3-l = 3 [~2—x3~5051
3 40 L =

250 z
250—-——v—§~——=3[—§—a3-50a-(-—é~§9~'250{|.

3 -

2 = F |

7 ‘La 150 a - 250 + 750] e Babd ~ T80 & 50O |
3

500 = 6a” - 450a + 1500

3

6a” - 450a + 1000 = 0 ou 3a3 - 225a + 500 0

Trata-se portanto de achar o valor de a, sélug&esde uma eqg. do 39
grau.

pelo enunciado do problema, a 5.

seja f(a) = 3a3 - 225a + 500 como £(7 < 0 e £(8) > 0, a solugao

estda entre 7 e B.

lla. QUESTAO: ITEM ONICO ' VALOR: 1,0
-
ENUNCIADO:
Se x(t) & o nimero de parasitas existentes, no tempo t, em

uma populagac hospedeira y(t), a relacao entre as duas populagtes pode ser

descrita por 'yA e = Rk om- aF
onde A, B, R e S sao constantes apropriadas. Pede-se determinar
dy
dx L)
SOLUCAO
x(t) y(t) . A, B,~R e S = constantes.
. ;

Ve ¥ g xR SX _ (1)

g dy x 4t - dy/dt

ax dt dx dx/dt

Derivando ambos os membros de (1) em relagdo a t:

dx Sx dx
5 ~gt~ ke Rx g
(Sx + Rﬁ

(mltiplicando o mumera-
dor e o denominador por
xy) .
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= vy k e X (Sx@ + R) " v - Sx + R

By + A

QUESTAO: ITEM ONICO VALOR: 1,0

L
.

ENUNCIADO:
A > *
Uma sgqﬁen01a (xn)ne N

-.1 -l . [ * - .
se | ¥ - x|¢m™+n7, mne N .Dada uma segliéncia regular

|

|
?

de niimeros racionais diz-se regular
|

&= KB, cn. ¢ defino Ft = menor inteiro maior que ]tll+ Zf

sejam x e y segliéncias regulares e K = maximo {kx ” ky}. Defino a

*
P il - * s : )
segliencia z (Zn)n eN como Zn_ Xoxn * Yoxn ¢ D€ N . Prove
que (z.) cN* € uma segqliencia regular.

* -
NOTACAO: N & o conjunto dos naturais sem o numero zero, isto e,
: * H
H = £1,2.3 ss0 1
SOLUQKO
Sabe~se que (Z, - Z) = (Xka'YZRQ;X2kn'y2kn} = Xokm Yokm Yorey *
Y2okn (xzkm - K2kn)'

Logo: |Z.=Z, |&l%pnm | [Yokm - Yorm 1+ Yokm! *orm = Xaxn | ()

Mas, por ser regular, tém-se:
1.1

%y = 5. g ~f~t =g= g 3 )
|x; = x. [§2 Mas x| - |x] < |x-x_| ¢ 2
Logo [xr l< | x| +2< kg, (2)
N*
Rt E‘ ; * ‘
De modo analogo |y.| < [y1| + Zggky, ¥r e N 1 (3)
continid .. is s
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Pe 2 & 3, |, l<k, sk : (4)
Yokn 1<k, <k | (5)

Por serem X e y regulares, tém-se que

1 1 |

1 %oxm = Xokn! € =T+ 2kn | ' (6)
:
, i : 1. 4
1¥21m = Yoym! <€ % | L#s

2km 2km |

Substituindo-se 4, 5, 6 e 7 em 1 , tem-se:

e = 5 1 I 1 + 1 _
“m =gl §k { epine gt k g e
e 4 L&
m n

- Conseglientemente, z & regular.

10



