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1TEM: ONiICO

OMETRIA

A AR AP i A A T e

i
1 2 (Vfi}‘{_”": ! 7 7'}

5rﬂﬂCIADO: Sejam duas retas—paralelas L) &
b el 2 !

pertencent\ a (e}, e B p%rtencente a (s)),
e (r) & B, 8 & direi&a de AD, marcam-se

AC BD = §%i. Tomqndo--si C e D como centro
e} e {di tangeﬁtes a AD.

tingulo e que (c) e (d) sao

ponto M, cujo lugar geométr

| | :
i) Sendo O o meio de BB, mostre que o triangulo COD & »o

(s), e um segnento AB {7

perpendicular a ambas. So-

gs pontgs C®e D, tais uc

os  of

—

s, tragam—se realown

|
tangentes entre si

si em U

ico & pedido.

SOLUCRD
=
2u?
ACQ . Bnb = e
| 1) AC . BD = OA . OB =
| ac _ onl |
i s OB B o 4 AOC & & BDO ==
B = A=p=20°
ADC = B = x o !
= , orde x + y-= 90
Ko = ROD = ¥y ;
- o] wor w ~0 ; 3 = 900
afc 4+ COD + BOD = 180° = COD = 18O - {x ¢ y} = .
“wragando ©M L CD e ON // r, temos:
o = OB
=+ NC = RD
onl // AC // BD|
ON & mediana relativa 3 hipotenvsa do 4 €OD = ¥OC = CCX
.
Mas NOC = ADO (alternos internosy.
lege, TN = AlO.
Yt io
D0 = sannnm
o™ = olA ws A ONC = A OCM == CA = CM
ofe = ohc = 90°
Analogamente . A ORD = A OMD == 03 = DM,
Dal, os cireclns (o) e (d) sao tangentes em K.
08 ==

La congrubneia dos triingules OXAT e CGI, tewes ainda guz ©Y % OA =

semsae

A

> 0 6.G. de N & o seni-eivoule de dlimatro AD {exce:n A € B).

i e
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_ E 2

: 2) Prolongando~se AM até B', pertencente a (s), e BM a':
o 1

A', pertencente a (1), calcule AC, tal gque AA' +BB

= 4AB. = i

L]
g 2) MC & MD s3o medianas <os triangulen
retingulos MAA' e Mni' =
L]
inc = .’_‘-:f;w
' ¢ BR!
= = ne o pp = P EEL g
s t\l |
& BD = g;_
Entao:
2
AC . BD = F?
2 2 V3
>.ﬁ(: + BD = 2}\8 E

GUESTZO ITEM: ONICO {VATOR: 1)

*20: Dado um retangulo ABCD, de lades a e b, divide-se aidia-o-

M

==l BD: em n segmentos icuais, marcando-se 0s pcntos Ml,

5o weae B g

ira ordem B, M M M D).

14 Mgt sure Biogs

Estabelega a expressao geral dos segmentos Eﬁk = 4

=X 25 sy BRL; oW foncas de &5 by B e K.

FOLII"S

C ’ a D
‘ i G - NSNS
BD = Jaz + bz /?
& 1
i /9 2 !
oM, = = ., /Ja‘ + b
k n = | o | i
_ b i
cog 0 = seioolew = H
. Jaz + b2 l ;
|1
| i
LET DOS COSSENOS O TRIANGULO BCM, 2 ~ ;
cn? = pcl+prl - 2.8C.8M . cos O |
s Wy g T ERTRAy
g
- z§=b2+5§(a‘+b2)~z.b.§ laZin? | B
: n a2 w I
el e -~ -
9_.2 - n2b2 + }:2a2 + k”b'?' = & nkbk" _ kza" + (r.2 - 2n¥ + kz).h‘
k 7 = 5
n ‘ n
v s s Ty 5 o -
= |t = ;{h)~ v B e QT -y R
) . i n i
" i . ‘ . - !
OFE=RVACAO: : ' : ol E

Se¢ considerarmst Aﬁ zbefbw &_,Eeré:tﬂs:

T H/{r%‘-::}ﬁb? G Li 2 E'}.." 5
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l ITEM: ONICO (VATOR: 1)

. | ) ‘
. Cconsidera-se um quadrado ABCD pertencente a um plano (s

r+ices perpendiculares aa plano (m). Sobre O
o s

v

AEEiT g A

o

nrolonganenio de DA {no gentido. de D para5A), mnarca-se a

um sremento AL igual a a e sobre o prolonganento de CB (no sentido de

CB), marca+ 2 a partir de B, um segmento BJ., icual a b, tal que a> &

Om lano quadguer, passando por ILJ, corta as periandicularces ao plano

BB (Al correspcndendo a A, Bl

{ri, Surnsuco m quadrilétero Al 16181

C, # Cre 2y @ B

z ARB R pHLC ao
(1) ©Os planos ABB, R, e CLD,C, sac
par: .:los =

: g P T
== NyBy /MGy

T Entdo, i,5;C;%, & paralslogy:
=0. ’
1 Do paralelisne: h
I ' 8 ATA, ~ & BIB, =
= AN =931
| s il e

(Valor 0,33: 2) Supondo as razdes iguais a k e AR igual & unidu.lo,co

-

cule os lades e as diagonais GO gruadrilainy
gao de k, a e b.

{2) Sendo B,H /7 »3, no & R,R . M:

B.M = AD = 1
3 N ¥ (d - b)% =

BOAABBRBERERL bbb bbb bbbbibtbabi bbb LA

AIM = A§} " 3!5} = %{= - bl

r

il

o Tl s P
___z____t%. e~

A G
i

1]

PRR————
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== sen(B + %} = —={m-1; =

) ] 82 GEOMUTRIA E TRIGORNOFETI { 1 s
f"-L“il-(.“:) };JN //-J‘\D, no & ,Alplh: :
i H
AN = 1 < Sy ; ‘
8 45 em | A0y = A4 kY = B, |
D,N=k.A,N=k & ] - - !
Sendo Blp.//‘DD' no A 310191
By = BD S /2 h
. . & T
DlPlu bRy - BBy = ¥(a + 1) - kb =2k{a - b =+ 1)
BN Y
. =-—":-111D]=2+k{a-1)+l)
-4_ ‘ L
= & o scrdo €10 // AC, no & AJC,0:
F'—"; £,0 = Bg = vz
AJQ=CC1“AI\1=):(13+:1)—kaﬁ}:(b-a-ﬁ-l)
|
)
S— @Alc-1=/£+}:2 {bdaﬂ-l)“l
—ab 3 - | i
- 47 QUESTAD ITEM: | ONICO (VALOR: 1)
- s
— !
- ENUNCIADO: Seja (T) um tridngulo retangulo em A, sendo 0s oubros vir-
= tices B e C.
=3 k- ” = 2 g . .
(Valoxr 0,5): 1) ba-se a razao m = -;;3, onde a € & hipotenusa & p ¢ so~
=i i . miperimetro. Indigue entre gue valores m pode variar
 — E para que o problema tenha solugaoc, e calcule B ¢ C cm
‘-—a 4 5 n ‘
) ‘ungac de m. —
ha § ’
5—.& 2
— § _ sonrcho
'l-‘
= ; _2p a4+ b+ c
—a® (myu=2R.2+>r2c
; A = m = 1 + E + <
— /1 ’ a  a
-4 J’,l 1 - S5
S, 1 : = m@m-1=sen B+ cos B (x Hﬁ—}
| ey
e | GLURW ! :
"—d H B :1 c . 3

¥ sy om0 38
. i } G«.a3<-2--—>4<z_i+4<4 =
._d i s b Ji ¢ sonlin H L e
l bt il senk + ~:—; -

4 i o :‘*—h..rmx....‘__’.. i T N e i
\l 5 . ( ! x 1
_ _] . T E'}?.,(__Z;(M_ DXl w=s I am=-1< 2= 2<mgZ+ 1]

bl

= oy R - s e RS O~
- a—sm . e N e eck g e e ScRRT s Te B RASATITEL T ST, e A e
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e — CH- 81/ 82 GECMETRIA E TRIGONOMITRIA =
t.) pp—— iy o i ci - - i
;/” para estes valores de m:
? T ;T_p“ i
4 . veim - 1) i
g (Rﬂac,c,en»——ml i l
-3 : L
i J
3 {ou "viceo-versa”)
- &
; ‘ . l -r '.:1'
¢ (valor 0,5): 2) Sao 3ados a hipotenusa a de (t) e volume V = I
; : ‘ 2 i
2 rado guando (T} gira en torno da hipotenusa.
i | .- ' i
£ Calcule B e C em graus ou © valor numérico Jde una
¥
‘ - i ) : . D,
5 gsuas linhas trigonCretrlcas.
i
3
: : - 2
: ‘o, 2 n 2 2 a a
- = h b = =_..__ I e ==l = =
k (2) v = § hfa == Jnla=—p— = W =33 =4

1 o o sl

"

e

s => ctg B+ctg C=4 == tg B+ 1 .y -»tgﬁ—dtqﬂ-rl:()
5 tg B
3 a7
-] = tg B':"}—E?VJL:z + /j
i
i B = 15 5 = 75°
3 == o ou &
5 £ = 75 & = 15 i
§
y
£ —a
¢ 57 QuEsTAO ITEM: 1 (VALOR:
)
i ERUNCIADO: Seja (d) a diretriz.e ¥ © foco de uma parabola. Sej:
P v : .
pounma corda focal gqualgquer. Mostre gque as tangesntes em M e M' encohn
§ se em F, pertencente a (d) e gque a reta PF & perpendicular a M
4
P &
3 BOLUCED
t As tangentes cm M e M’ sao mediatiizes
d - .
/ ae P'i‘ e ‘-"'"', o'nde '1‘ e T pertencam _a
T L] - - : =5
% 4, e M7 e M'T' san perpendiculares a d

sendo OF o eixo da parabola:

e P

P
N MP = MT == MPT = MTF = X
x?.
- 5 T e mas OF // 4° = OFT = MIF = x.
} W i N
.v3\¥>/ EntEc, OFT = MPT = x
it & ¢

o ———— o ————. o, AN Pt . s i Y B

] G ot h
i ‘
| 4 : Da mestia forma, OFT® = M'BT' = y-
-3 _ b
i | s M,F,¥' szo colincares == MEM® = 1E0
: | t* ,
: ;! , = 2x + 2Y = ],Sﬁﬂ.ﬁ:- x +y = 90°.

Entho, TFT' = x + y = Bie.

40, entic P & ponto

Li]

*ppatiley ¥ ‘& i wecnlro de A TFT': como TFT'

me-uh, d(\ TT‘ (P " 4a).

AN s S el e €

oo HEE AR R M A e T B, a6k e b v b

BT
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&1 7 £2 i GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA F. 6 /
b e A ) - ! e R e . e

elo Teorema de Poncelet, PY & bissetriz (10 angulo MFM'.

tears MERY 0 JH0' . ontan PPM = PEM' = 907,

f 1ITEM: 2 ; (VALOR:

0,

o)

T A%z Sejam uma elipse (e) e uma hi &rbhole {(h) tendgo os’

P ,

| !
| | _ ;

' mesmo eixo nao focal. Estabeleca a relagao na forma

IMeSmMos

f

[
\cog

¥y = 0, sendo €.e ' as excentricidades de (e) e (h), respectivamen-

SOLUCAD
3 1.9 & 1 b?
ae_-'-b + ¢7 == ——2—=——§+1
£ [ &
=% -17421 = b% = [ ==
1 b? if ¢
2 2 2
7 = - = ] - -
;. Rl ol :
L C
:ﬁ&-——l——-zzw—li-‘k—b
£.2
. : 1
m-l_q,ﬂ_l._q..z.;o
€ et "
- % . !
| 33
;j £ QUESTAD ITEM: UNICO } (VALOR: 1,5)
; 1 — — 2
1] 1
i .
:
i EMURCTIANMO =z Em um plano (1) d&-s«¢ :Ima circunferdncia (c) de centr: O o
i

raio r. Por um ponto A pertencente a (Ely Elpasrese &

.

1} e marca-se AV = x, V acina de (7).

LULELBLLLLLELELLELLLLLELEtEs

perpendicular &

{ e
! (Vaior 0,4): 1) Seja BD um diametro de (c): moo._re gue no  telriecio
#
VABD os trés pares de retas gue ligam OS meios das
1. 4 arestas opostas cOnCorrem em uli DONTo, POnto esse que
- | af ;
8
i . ! .
! permancce fixo guando BD gira em torno de G.
i
| { “¢ioar 0,3): 2) Mostre que as arestas opostas de VARED sac perpendicu-
i lares duas a cuas.
3 i - .-
= GlEs v

ey

v

totiracdro VARY) :a “micaoc de r e H.

sm 0,8, : 3) Ache o lugar geomztrico do p& da altura tirada

sl b} : 4) Determine o centro £ 0 raio da esiera Fiohits o 0 1 7S H s

no triﬁngulo v3D, =z:iando D gira em torno de Gl
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GEOMETRIA E TRIGONOMIIRIA {Fi g

£OLUCAD
1) Sejom M,N,P,Q,R,0, of% pontos médios
das aresias. Vemos bases médias nos

¥

triangulos:

|
A VAD : MP // AD e r:T = 'fL?Q
: | K| T
A RBD 2 OQ // PO ) U?}) = -}

e=> MP //OQec MP =0Q 3= MPGQ & para-

lelogramo == OM e P'Q se cortam  ao 0

meio. gty

Da mesma forma, RMﬂOié paralelogra-~

mo == OM e NR se coriam ao melo.

Entio, PQ e NR passaf pelo ponto mé

dio de O, gue & fixo {0 e M sac fi
xos) .

2) VA B —== VA1 AD e VA Ll AD

B B o
nn A& diametro == RAD = 907,

Entao o tetraedro tem o triedro A tri-retingulo.
= |

VA | ARD == VA ! BD :

nA ) VAD — BA ! Vb !

A 1 VAR —= DA ! VI,

'} Sendo All 1 BD, pcle Teorema céas 3 perpendicufarrg temons que:
vii 1 BD =% H & o pé da altura.
Ao = 90"
== 0 L.G. de H & o circulo de diametro MO.
A e O fixos

&) Sendo X o centro da esfera circunscrita, X egiic.sta de A,B,D ==

=2 X pertence a reta perpendicular a @, passanco por O.

XV = XA == X ¢ plano mediador de VA (pavalelo a n) == 0OX = é.
=

O raio ¢a esfera ¢: R = XB : No & OXB:

OX = 3£§ ' IO A
21 2 2 5
! el 92 e X g r2 ot R sme //:-'+ Y

4 B R

on - 5.

ER

Exgdgparn: Sejam (k) e (k') os circulos das bascs e O O centro de

ITEM: UNICO (VEIO:: 1.3

s

1inrer de voio R o ailtira he No cireulo (k) , inscreve-se um txl ‘fvﬁ/hﬁi)
equii@iere ANC. Us ponto A', pertenconte o cipcuin{k'), pwﬁﬁa-&e
TR O . SR e B — S S s i 2 ok R

JR—




e —

SERTAS XSS
LJOE di

TRI®A E TRIGON

b ur i e iy

suientende BC.

f
szja maxima,

go cilindro)

ao eixo do cilindro, em um ponto D do arco de

e nessa posicao de A' calcule a distancia de

ao plano de A'BC.

¥

M

Determinc a posigac de A' para que a arca do tridngulo 7'

O A{cenirou
&
SOLUGAD
Tragando DI 1 BC, temos Al 1 RO
A Area de A'BC & 5 ~ % . WL A'H

i
i = ;
p——a ! BC & constante. Entao § ¢ maxima quando
| 0
" A & maximo.
F‘—'a No tridngulo retangulo A'DH, A'D € cons
e tante. Entao, A'H & maximo guando GH
——— maximo, loge D T A.
Yo
S— No A A'AH: A'H = /h™ hif
; " O,R
h—& L 0 . ! RS2 h
e HO.H AA! Sl o LI Bh, EES, gkl
i AN B HBRS = =p-Sakre T BT
i >
i _ .k _h . h
L—J == (ON = OOI O]N =3 3 a
_— AOMN v A HART = O U
’& Q. Al i
— — _ b
— W EE—— 1 s hR _____ hR
FER | T b -
? ’ > ) ~
— | \ /( 8 Ada il adan* & o
i — g —i—
! ® f RoR
--.—3 1 A 0; 2 o 2
w4 cnsrRvICRO:
 § munciado nio especifica a qual dos arcos gue subentendem DC  pertoence
) 1
1
) . ponto D. Se considerando que D pertence a0 menor arco RC, a arca A'RC
‘-—a ; . .8 e 3 ]
i € maxima quando BB = DC =
Q
2
'—a L, Ry
- Neste caso:
—— 4
= ] 2
Ne A A'HD : A'H .n2 + 5‘;—
= } . o A HON = A HDA' === O,N = DA' = h =
i : M 1 3 :
—— | B & B e B B
=> ON 001 OlN % h 5
— ns2 2 . .. oM _ ON
e AR O B2 & B R-8 HPRS R 4s T Ept. d
- D g SO
S N :——2 —
. = 4"4“,‘%_ 27/4;2*1“
-+ . -

EUTUEPG K G

e T - pa—_

s
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GEOMETRIA E TRICONCMLITRIA | ii. 3 4+ 8

e -

i
-

ITEM: ONICO | {VALOR: 1)

-

CTAO: Por um ponty C, ponto médio de um arco AB gualquer, de uma
pagiinesisin s s . |

Circumfaréncia'(k) de centro O (AB < 180°), traga—%e a corda CDE, pa-
|

1 @o raio A0 (D inter58§350 de CDE com AB e Egpertence a (k))i

Determine o (valor do angulo AOB (definiéo pelo valor numé-

' \ !
rico ¢ alguma de suas iinhas trigonométricas), pafa que o pontc D se
| | e
|

ja o ponto médio de CE. ‘

SOLUCRO

e
S
-
S
e

I
CcDh = i co __;_2 5 -
2 e . = CA™ = 2 C
A° = CF . cC!

— No 4 AIC:

gl Fo> = BT » 0

-_—J z 2):2 = (R - :-:}2 + (R2 b xz)

L—J 2x2 = Rz - 2E¥ + }:2 + R - x2

'—‘3 - ¢ 2):2 & 2R2 - 2Rx

._J J ::2 + Rx - 22 = 0 e
x2 % 1

+ =-1=20
 —— _~ (cos a)2+cosc— 1=0
— E
R L

L——J_ . 2

-._.a cos 2a = 2 cos‘a = 1 =2 - /5

S . i

N—1 \ [cor. e = 2 - /5 B ’

J & o)
2
e 2wkl + Logn ~)=+1 -
= / A gy P —

—— 3 (s 2% = -9 uedk = 4 (A EE) = 248 o s et cosledz 2705

—

k-a _

g.‘ :-

’

webidbl

P B S




