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la. QUESTIn - 70y 0700 (0 cs)

ENUNCIADO: Deterninar os valores do arce -z gque catisfazem a

oo
sen x = fgq(sec x - cos x)

SOLUCAO:
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sen xz (cos = - sen z) = 0 (1)
De (1):

sen x = 0 =y =z = kil

cos x -~ {3 sen z =0 = tgx = — ="z = k i +
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2a. QUESTI0o - Imgy 0uI1co (0,5 pontos)

. ; .
ENUICIADO: Celcular o lado e o0s trianculos que zarniam:
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c - 4d sen 127 3 ’—4-( ‘ < /J} = 2 Fé—- (1 + s
(Vease)t/ 3 - 1)

¢ sen 20° - 4(1/2)
2 sen 15° . ( f274)¢ /3 - 1)

.
riores conin
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ente
R.>r. As tangentes ext
los formam um angu'o Zfc.

Expririr R em fungao de »r e da tangente Cz /2.
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Elinmin ndo y entre as cquagdes (1) e (2):
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)‘ x = 1
. . Do ¢\ MOA: ~F—= = e (4)
r
' r sen a
Eliminando x entre as equagoes (3) e (4):
R - r - 1 + sen
sen a = ——— = = =
R+ nr - &en a
3.0 78 L 2 salal?
Utilizando a iderntidade sen a = S £2] i
1+ tg“(as2)
obtemos sucesstvamente:
n
1% 2 tg(t/2)
1+ tc'la/2) [ 2
& i + % v /2 4
R - r ) r. \_.‘1 I/n ((.‘ )- .
3 2 tala/2) 11 - tg (afzv 3
2 -
1+ tg®ta/2)
T,
- tg (r/2) + tg (a/2) | *
R =or»r ' X ! :
1 - tg (r/d) tg-(z/8) J
] : ' il
RESPOSTA: R =r tg —_ 2.
4 2
da. QUESTAQ - ITEM UNICC (0,85 pontos)
. ENUNCIADO: Demenstrar cue um triangulo ABC, no qual os angulos
¢ verificam a relcgao
) FCﬂZ B Tan =
. 3 pe
Se¢ € Tan (
é retangulo cu isdcceles.
2 : ’ - sen B
Sen® B tg C = sen® € tg B :=> Sen B fen € (———— =~
cos C
27 - gen 2C T N o=
. (L BEE X ) = = sen 22 - sen 20 =
2 cos I cos C '
s { sen (5 - C) =0
! 2 sen (B - C) coc (B + C)
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“De (1) == B =C ou

/" . -
~ . "o - . y ol e
e (2) == SLtNE = L ou U brrdanguio  JAEBC

em A.

Sa. QUTSTAO - ITzZM CNICO (0,5 pentos)

A : . , = x o
ENURTIADO: Determinar ¢ sernc e o coseno do anrguco, menor gue 1307, o

mado pelcs jsonteiros de um relégio que marca 12

‘minutos.

Em uma nora o ponteiro maior percor:e

o menor um arco de 21 /12 ou /6 »d .

Assim o angulo fcrmado pelos ponteircs ards urma

horas ¢ 15

um arco ce 2 / rd e

hora cera
2 - Lz 71 L pg e em 1§ nmin = sd % sera
6 6 ‘ <
I = gp8sp
24
82°30' = 50° - 7%30"
[~ @ L 290 =
. Py 150 =\¢ 1 ces 39 & b P y z
’ ’ 2 2
; - ) . -
cos 15° = W I = sen® 159 = 4 2/ 2+ V3
—
; 7 - V 2 + V;
srm 79251 =\ 1 - coc 18° = 2 =
2 2
m
= 1 V/z - \/2 + 3 = cos 82°30"
4
/ ] l 1 — oy
cos 7°30" = \' 1 - sen® 7%0' = 1. ;/2 + e+ V5=
) s
= sen 82%30"
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6a. QUESTS0 - I7cy 3770 (0,5 pontos)

ENUNCIADO: Considere-se um ponto 1:6vel M , scire uma semicircunferéx

cia de diametro AB. Sobre c¢s lados MA e MB do triangu

lo MAB e exteriormente a éste, constrocm-ce 0s qualradcs

-

de centros 0 e 0'. Supondo-se que ¥ percorre 1 semicir

(R
e —

cunferéerncia, pede-se:

a) Mostrar que M, 0 e 0' permanecen sobre uma reta e que

esta passa por um ponto fizo.

b) Determinar os lugares geométricos ce 0 e 0'.

a) OBA = 0'8B = 450

084 + 0'93 + A92 = 180

Logo 0MO0' estao em i7 -
rnha retec.

Seja C o 29 port. em que

' (A 00! -encontra o semi-circu

0 lo: €Az = 0'93 = 25°

Loge 23C = § % 45° = 204
- ) . - . - l/-\
“}q C e ;'tzo: e o meio cde AZ.
b) Temos:.
c0A = MOA = ¢0'B = M0'3 = 30°
Logo:

0 l.g. do ponto 0 é um semi-circulc de diametro AC.

-

0 l.g. do pontec 0' & um seni-circulo de dicretro EC.

- . s N
RESPOSTA: a) o ponto fixo e C rmeio do AB

b) l.g. de 0 € um semi-circulo de cianet

r
l.g. de 0' é um semi-circuio ce diametro EC-

7a. QUESTI0 - ITEYM DIICO (1,0 ponto)

ENUNCIADO: Seja um circulo de ccntro 0 e raio - B2 <gual a f4a. Por un
ponto A sébre um diametro DI, tal que 04 tgual a 3a. ,
traga-s: umc corda PAC fazende com QA unm an o
(0AB = 60°). |

Pede-se: . . 52
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. a) Calcular os segmentos. AB e -AC (AB > AC).

b) Calcular ¢ percursc total descrite pelc ponte XM, médic
da corda BC, quando esta da um giro de 360° em torno
de A.

a) Fazendo AB = =z e
~ -
AC = y, temos: -
1) 2y = AD x AE
2) x -y = 2 AM
Do triangulo AMO (re
tangulo em )
OA = 2 AM = 3 a
. . 2
Assim: =y = 7 a
x -y =3 c
Resolvido o sistema:
a e
y = AC = — ( V37 -.3)
2
: a ‘[""
x = AB = — ( 37 + 3)
2
: ~ 3 o ”
b) Quando BC gira e€1 torno de A de 180 o porto M descre
- - . ~ . ; - o
vera um circulo de diametro OA. Cirando de 360  percor
. rerd ducs éircunferéncias de cireculec de mesmo diametro.
Asszm:
, s N
Percurso 1 =2x%x |l xX0A =2 x 1 X3 =61"!oc=
8a. QUESTAs - ITEM CNICO (1,0 ponto)
ENUJCIADO: Um quadrado ABCD tem lado unitério e centr 0. Sejanm

(£), (B), (C) e (D) as circunferéncics com centro em cada
3 k) . :

vértice e que passa por O. '

Pede-ce:

a) I :ntificar o poligono (P) cujos vértices sao determing
des por (A), (B), (C) e (D) scbre os lados do quadrado,
c:lculando os scus ladds e seus angulos internos.

») Identificar o poligono (P') cujos vértices sao determi-
na.os por (A), (B!, (C) e (D) sob e o3 prolongamecnt =
dos lados do qu:drado, cal:ul.indo os seus angu’oa inter

SRS __m_ e T
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e) Demonstrar que (P) e (P') sao homotéticos e calcular as

<

possiveis razoes de homotetia.

a) (P) é um octogono pois sobre cacda lado do quadrado tem 2 vérciecs
de (P). O0s lados que tém o mesmo suporte que c¢s lados do quadra-

do meder:

Os lados que nco tem esta siiuagao medem:

Va2 . o V2 v Va-

2 (1 - —=—
2 : 2
Logo (P) é equilatero.
Mas os angulos de (P) meden:
180° - ¢5° = 135°
.Logo (?) e
Concluz

[4]
Q0
<

A\

=

"o

N~

®y

ric um octogono regular.
b) (P') ¢ um octogono pois cada circulo trcpado determina 2 virtices
de (P') sobre os proloncamenics dos lades do a

4 lados de (P') ~7o pavralelos aos ladcs do quadrado e com mccida
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1, poits 05 ¢ 'rculos tragcdos Jetcrminan.retangulo

BC, CD, DA. Os outros 4 lados de (P') medem:

N/ 2 B2 b . JZ Me o, | :

’ - g - ' (o] ' - o .
(P') ¢ equilatero: seus < gulos medem: 45 + 90 = 135 logo
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Concluimes cue (P') & um ocetogono reculanr.
: gono reg

e) (P) e (P') sac semelhantes (por serem octogonos regulares) e tem
lados paralelos (por construgao): logo (P) e (P') sao hemotiti-
cos.

Como 0 & centro de simetria da figura, 0 é centro ie homotét

e

co. Ha 2 homotéticos que podem ser consider o uma com razéo v

Io

|52

sttiva e outra c.m razdo negativa, (ambas com mesmo valor absolu

to). Este valor da rezdo é a razdo decs lados, ou sejc:

7
G): + =+ (/2 + 1)
T Ve -1 - . .

RESPOSTA: a) (P) e octogon> regular.

b) (P') é octogono regular.

e) P =+ ( V2 -+ 1)

"8a. QUESTI ' - ITzM UNICO (1,0 ponto)

E UNCIADO: A base de um prisrma obliquo € um semi-hezdgone recuiar AZCD
.inserito em um circulo de diameiro AD = 2R. Seja a

posta o poligono A'B'C'D' .. 4 face ADD'

lo tal qua AA' = R e a prciegac ortogor:l do vértice A
a1 Jeg g &

sobre o plano da base estd sébre o proilomzaraento de

Calcular ¢ volume e a &rea toteci do prrism , em fungéo de 3R,

"OBS.: Considera::do A' e naoc A como estd no enuncialo:

- Cdlecule <o vwolume

Seja M a projecac de A’

sobre o plaro da base.

. A"

()
.

e vV =258
Volune V = 5,,

H O

C>

A bacse é um trazésio de

bases 2R e R e cuja ci-

tura AM é o apdterma o

hexzagoro de lado R ==
o -
1 R V3 32° ¥V 3
S R (2[? v+ R) . -,
ABCD . 5 p

o triangulo rctangulo AMA' (retangulo em M):
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AA' = R
., RV3Z
AT - ¢
2
2 2 .
2 . —
A'MZ-R"- £ s B = i = &
4 4 2 i
Assim:
B EaaRAL S 2 _ 2R/
4 2 8
- Cdleulo da dvea total
"A area total do prisma sera: i
. . | ;
St = Sapcp * Sarmrcnr * Sqpprar * Scoprcr * Sqpprar *Spcerz
s il sl SR ANCL S
a3cp = Sprgroipr = ————;——-— Ja.caocxoaaa)
S .= 2% como ret&rgulo.de iados 22 e R
ADD'A! ’ : . : '
S = r? como quadrado de lado .
BCC'B! YRS b=
Sgparar < Scpprer T AB x A'X
No triangulo retangulo AMB (retangulo em M), cuja altu-
ra é MK => AB x HX = M3 x HA '
wp = 2 )
| 2 =
. m:_g_\__'g_-
Y 4
i = 23
2/
No tridngulo retdngulo A'MX (retangulo em M)
' 2 .2 2 JE
7772 = il . el - B, 2RS_ 7R% o 2V7
4 16 16 4
- s own.  RY7. _ BT
ABB'A' T “cbD'Cc*' T ‘ -
; 4 . 4
. I ey 2./ n o
Assim: St=2X, Lo A + 2 ., I + 2R + R =
: ! 4
mo R N YT T o MRS
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s ‘ 5
: s, = B 3 V3 VT 6)
e 2 _
~ 3RSV 3
RESPOSTA: v =
e 8 o g
B i ~, |
5, = —— (6 + 373+ V7
2 .

10a. ‘QUESTAD - ITTM ONICO (1,0 ponto)

ENUNCIADO: Uma sepdo plana de um core de revolugdo é uma elipse de ez
a

centricidade Y 3/3 cujo eizo maicr é perpendicular

geratriz déste solido.

Pede-se: . _ :

a) Determinar o argulo entrz o eitxo do cone e suas

b)

Considere-se
maxima, cujc

plano de H,

sobre o mesmo cone a hipérbole

e

eizo transverso, 2c., 2 ig
r

a areca da superficie comp

D
ual a 1%em.
e

B, de ezcertricidade

endida entre as assinto -

tas e uma tangente qualquer a hipérbole.

a) 8 = 90 - 24 + A = 90 - A

-

Pelo- teorerma de Dardalin

V3 _ coeif0 -3

3 ccs

logo & = 30°

b) Para i

de mazirna a

paraléla co

o
e = ~285 Q e 2

cos. 30
Como 2a = 10 em a = § ¢
c =2 x5cm =10 cn

cm

. - \ !
) = e
y = \ 102 - 5% = V;s =53

Ty =
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1la. QUESTIO - I7rd USICO (1,0 ponto)

ENVNCIADG: rem-se um oztaedro (¢) regular, de aresta a; seja (E) a £s
fera cuja super;jicie passa pelos pontos médios das arestas

de (0).

Pede-se:
a) Calcular e porgac do volume de (E) exterior a (0).
b) Calcular a pergao do volume de (0) exterior a (E).

Se 0 é o centro de (0), a s

Io

gao equitorial de (0) é um qu

&

drado de centro 0: o raic ce

a
(E) mede: —— .
2
. : (E) seccicra cs faces de (0)
k « - > 0
segunde o ctirzculo inscerito que
. —
. a V 3
tem ratzo: ——-——

6

a distaneia de 0 a uma jace &:

2 ) 6

A (E) t:=m exteriormenic a (9)
8 segmentos esféricos de 1 ba-

se com altura:

Jpi - P
h=s g - 20 = (2 - Vel
: 2 € 6
a)- o volume de (E) exterior a (0) é:
. — 2 A ’“— 2 — . . ka
V1'= 8 il 2L (3R - h) = @& /— ——— 2 (3~ 5,’2(3£- —{(3-16)
3 | [ 3 26 2 6
T 43 o
= — (18 - 7 6)
27 : ‘
b) o voiume da esfera interior a (c) é:
e ,/..A 2 .".‘ 3 : —
vr= Lg% .y =S a .12 ¢13-7 Ye
3 8 .27

9 I' ",_..
d :\/Q a )2._ ( a-& 3 2 aif
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0 volume -de (0) é:

a® Vo

3

V =

0 volume de (0) exzterior a (E) é:

- i 8.~ = 8 '
vy=v -y =2l e { Looidvig -7 Vo)
3 3 | 2 9
Tl ) o) =
RESPOSTA: | a) ——%—'(18 - 7 Y6)
e 27 -

f18 =~ 7 6)

B) =

w
q
o 1)
N
VY
~———
[ R Y
]
w0 I

3

ICO (1,0 ponto)

12a. QUESTAO - ITEM U

ENUNCIADO: Uma pirémide tem por base uma das Faces de um cube de ares
ta a eo seu.vért{ce §' estd sCbre uma dicgonal déste
" eubo.
Caleular o volume da piramide, sabendo que a sora de 3 qu&-
drados das arectas concorrentcs em S & igual a 553.

—2 | w52 , w#? , ¥5°
1) SA°. + GB® + SCY + SP” = 4da
=2 |, ‘=p2 =zl =l
2) SA® + 5C° = £3% + 50°

3) S8 = 8§

ey




De (1), (2} e (3) => (4) S = 80 = g
Do (1) ¢ (2} = FAZ + Tw? = 24°
4‘ —_— ; —_— . —9
Como AC° = 24° = FA% + 30° = #c?
0 angulo A45C ¢ reto
£ - .

AE = a {3

AC = ai/2

CE = a

L -
§)-. CE % AC = X X BC
6) SH 2 SC
SC CE
7F  TF2 -

Dé (5) & (8) o= FEeLhoedl_ o 2.+,

2—2 3
Assim: Volume Pzt FE =m v = 2 &

3 9
RESPOSTA: | v = 2= g°
9
13a. GUESTAO - ITEM ONICO (1,0 ponto)
ENUNCIADO: Considere-se uma piramide de vértice V
zagono regular, ABCDEF, com 4 em de lado;

286

2uja base e um

a aresta Ve

de 24 em e é perpendicular co plaro da base

Pede-se fazer o esbogo dag s

h

ocs d
') t

LY
p

% -

e
por ésses planos, indicando as dis

zo de stmetria do hesdgere, que passa por
74 e ‘?6 os planos perperndiculares a
tam a piramide e distam respectivamcnte

anetas

&

1,

s seja e o

A; sejam I

4 e 6 cm de

ete.1iradas na pirin

dos vértices

poligonos segdes ao plano a . tase da piramide.

que intercep-

e Ay AR i AR S S SR M

©

P R S a—



IR\
J/\’m.
AN

0

"d) No plano VAB: a intersegac por

de

vh

AB).

o>

€
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a) A segao por [l € um tri

angulo.

~ A.segao por i

(N
©

tagono.

A segao por

~
Q

[ ]
t&gono.
Isto decorre do ni

a
arestas de piramide Gue s

2

cortadas.

b) No plaro VAD as alturas

intersepiadas sao:

H1 — 21 e¢m

Vv

-

i}

1

u4 S 12 em
776 — £ cm

2 um pen-

e) No plane VAC -as alturas

" serqo: )
74'—--2—-.%24:80:’.
6
771 — ! =B $0d & 20 B
. ;

esta a 12 2m de altura (meio
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